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Une théorie mathématique pour quantifier le HASARD.
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Théorie des probabilités

Une théorie mathématique pour quantifier le HASARD. J

Elle est fondamentale dans de nombreux domaines d'applications:
o Physique: (physique quantique, physique des particules)
o Informatique et Réseaux de Télécommunications.
o Traitement de signal et de la parole.
o Biologie, Ecologie

o Economie, Finance, Assurance
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Modélisation, Abstraction, Simulation

Modele probabiliste.
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Modélisation, Abstraction, Simulation

@ Innombrable situations ou le hasard intervient

Abstraction

Nécessité d'une abstraction mathématique pour donner un cadre
général d'étude.

Modele probabiliste.

o Aussi utilise pour des fins fin numeriques: Méthodes de
Monte-Carlo.

o Efficace en grande dimension.

o Simulation de phénomenes irréguliers.



Objectif du cours

Le but de ce cours est de vous donner une approche élémentaire mais
rigoureuse de la théorie probabiliste et de I'illustrer avec un certain
nombre de simulations.

A la fin du cours, on souhaite vous transmettre une démarche de
mathématique appliqués, qui se décrit par les trois étapes suivantes:

@ Modélisation.
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Le but de ce cours est de vous donner une approche élémentaire mais
rigoureuse de la théorie probabiliste et de I'illustrer avec un certain
nombre de simulations.

A la fin du cours, on souhaite vous transmettre une démarche de
mathématique appliqués, qui se décrit par les trois étapes suivantes:

@ Modélisation.
@ Résolution théorique

@ Expérimentation numérique
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Espace d'états

Expérience aléatoire

On appelle une Expérience aléatoire une expérience &, qui sous conditions identiques,
peut reproduire plusieurs résultats possibles qui sont imprévisible?.

20n ne peut pas prédire leur résultat par avance
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Espace d'états

On appelle une Expérience aléatoire une expérience &, qui sous conditions identiques,
peut reproduire plusieurs résultats possibles qui sont imprévisible?.

20n ne peut pas prédire leur résultat par avance

o Pour décrire une telle expérience, il nous faut:
o Décrire tous les résultats possibles

o Décrire notre croyance pour chaque résultat.

A.Belcaid 6/21



Espace d'états

A.Belcaid 7/21



Espace d'états

A.Belcaid 7/21



Espace d'états

A.Belcaid 7/21



Espace d'états

Espace d'Etat

Note 2 espace de tous les résultats
possibles.

o




Espace d'états

Espace d'Etat

Note 2 espace de tous les résultats
possibles.

o

o Les événements doivent étre:




Espace d'états

Note 2 espace de tous les résultats
possibles.

0
o Les évenements doivent étre:
o Mutuellement exclusive.

A.Belcaid 7/21



Espace d'états

Note 2 espace de tous les résultats
possibles.

0
o Les évenements doivent étre:

o Mutuellement exclusive.
o Collectivement

A.Belcaid 7/21



Espace d'états

Note 2 espace de tous les résultats
possibles.

0
o Les évenements doivent étre:

o Mutuellement exclusive.
o Collectivement
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Espace d'états

[ ] [ ]
° [ ]
[0} .
Note 2 espace de tous les résultats
possibles.
Q
0 H
@ Les événements doivent étre: T
o Mutuellement exclusive.
o Collectivement o

o Au niveau correct de

7. ® H et non Pluie

® H et Pluie
o T et Non pluie
* T et Pluie
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Mini Exercice

o Pour I'expérience de lancer un de, pour chaque choix,
Déterminer si on possede un espace d'états correct.
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Mini Exercice

o Pour I'expérience de lancer un de, pour chaque choix,
Déterminer si on possede un espace d'états correct.

*]

Q ={H et pluie, H et non pluie, T} (1)

Q ={H et pluie, T et non pluie, T} (2)
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Espace d'états : Discret/fini

Lance de deux de a quatre faces. J
4
3 23 1,1
1,2
2 32 I3
1|11
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Exemple continue

o Lancé d'une balle dans une position (x,y) tel que
0<xy<1l

1

X

Exemple d’espace d'étai continus
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Evenement aleatoire

On appelle un Evénement aléatoire A un sous ensemble de
I'ensemble d'étai &

o On associe des probabilités a des événements.
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Axiomes de probabilités

Q Positivité:
P(A) >0 (3)

Q Normalité:
P(Q) =1 (4)

Q Additivité
siANB =0, alors P(AUB) =P(A) + P(B) (5)




Résultats directes

Axiomes Conséquences
e P(A)>0 o P(A)K1
o P(Q)=1 o P(@)=0
o P(AUB) =P(A)+P(B) o PLAUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)

Plus Généralement, pour k évenements disjoints:

P(JAK) =) P(AL) (6)
k
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Autres conséquences

@ si A C B, alors P(A) < P(B)

o P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)

o P(AUB) =P(A) + P(B)
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Conséquences

o PIAUBUC) =P(A)+P(A°NB)+P(A°NB°NC)
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Lance d'un de a quatre faces.
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o P(X=1)=

o Soit Z = min(x,y)

o P(Z=4)=
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Lance d'un de a quatre faces.
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Lance d'un de a quatre faces.

o P(X=1)=

o Soit Z = min(x,y)

o P(Z=4)=
o P(Z=2)=
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Exemple discret uniforme

@ On assume que Q) consiste de n.

@ Tous les éléments ont la méme
probabilité.

@ L’évenement A contient k éléments.
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Exemple discret uniforme

@ On assume que Q) consiste de n.

@ Tous les éléments ont la méme
probabilité.

@ L’évenement A contient k éléments.

P(A) = — ™

prob = %




@ Simple exemple uniforme:
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Etapes de calcul de probabilité

@ Spécifier I'espace des Etats
Q Spécifier la loi de probabilité!!

© Identifier |'événement.

Q Calculer...
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Exemple discret et Infini

o Espace d’états {1,2,...}
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Exemple discret et Infini

o Espace d’états {1,2,...}

o la loi de probabilité est donnée par:

1
2 P
o S’agit il d'une loi de probabilité? 0

o Calculer P( résultat pair) =
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Somme Infinie

@ Resultat plus fort que la somme:

Theroeme
Si A1, Az, As, ... est une suite d'évenements disjoints, alors:
P(AtUP,UA3U...) =P(A1) +P(A2) + P(A3) +.... (8)

o Faites attention que la somme doit etre dénombrable.
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