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Introduction

@ Structure commune entre différents objets mathématiques

@ Obtenir des théoremes généraux qui s'appliquent non seulement
aux vecteurs mais aussi a des fonctions, polyndmes ou matrices.

o Cette généralité pose une difficulté a appréhender ces notions et
vous demandera une quantité conséquente de travail!

o Dans le reste de chapitre, K désigne un corps. Dans la
majorité des cas,
K=R
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Définition

Définition
un K-espace vectoriel est un ensemble non vide E muni:

@ Une loi de composition interne, c’est-a-dire d'une application de E X E dans E:

EXE — E
(A,B) — A+B

@ D'une loi externe, c'est-a-dire d'une application K x E dans E:

KxE — E
(AA) — AL
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Condition des lois

o La loi interne et externe doivent vérifier les conditions suivantes:

Condition Loi interne (Groupe)

QO A+B=B+A VA,Bet

QA+B+C)=(A+B)+C VA,Bet CeE

Q il existe un élément neutre O tel que A +0g = A (VA € E)

Q@ Tout élément A € E, admet un symétrique A tel que A+A = Og

o 1lA=A (VAcEE)
o A(B.A)=(AB).A (VABecKetAcE)
o MA+B)=AA+AB (VA,BEEetAcK)




Condition des lois

o La loi interne et externe doivent vérifier les conditions suivantes:

Condition Loi interne (Groupe)

QO A+B=B+A VA,Bet

QA+B+C)=(A+B)+C VA,Bet CeE

Q il existe un élément neutre O tel que A+0g =A (VA €E)

Q@ Tout élément A € E, admet un symétrique A tel que A+A = Og

o 1A=A (VA€EE)

o A(BA)=(AB)A (VA peKetA€ckE)

o M(A+B)=AA+AB (VA,BeEetAcK)
o A+BR)A=AA+BA (VA PpeKetAEcE.




Exemple (1) R?

o E={x,y)IxeR,yeR}
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Exemple (1) R?

A.Belcaid

o E={x,y)IxeR,yeR}

o Loi interne

(x1, Y1)+ (x2,y2) = (x1+y1, x2+Y2)
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Exemple (1) R?
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’2 * A

A.Belcaid

o E={x,y)IxeR,yeR}

o Loi interne

(x1, Y1)+ (x2,y2) = (x1+y1, x2+Y2)

o Loi externe
AER, (x,y) €R?, Alx,y) = (A, A\y)

o Elément neutre: 0 = (0,0)
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Forme générale R™

o La généralisation de R? ol chaque élément est un couple est R™ ol
chaque élément un n-uplet

R™ ={(x1,%2, ..., xn) [ xi €R 1 <i<n}
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Forme générale R™

o La généralisation de R? ol chaque élément est un couple est R™ ol
chaque élément un n-uplet

R™ ={(x1,%2, ..., xn) [ xi €R 1 <i<n}

o La loi interne est:

(X1|X2y---:Xn)+(ylyy2y---xyn) - (X1+ylrx2+y2|-"vxn+yn)
o Loi externe

A1, %2, ..., Xn) = (Ax1, A2, ..., AXn)
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Exemple 3: Plan

Tout plan P passant par I'origine est un espace vectoriel (muni des
operations habituels de R3.)

P={(xvy,2z) eR®|ax+by+cz=0}

o Vérifier les axioms d'un espace vectoriel.




Exemple (4): Espace des fonctions

A.Belcaid

@ L’'ensemble des fonctions de R vers R que nous notons F(R, R).

° : Pour deux fonctions f et g € F(R, R).

(f+g)(x) =f(x) +9g(x) xeR

) : notée X.
(AF)(x) = Af(x) (1)
)
05(x) =0 VxeR
°

9/62



Terminologie

o L'espace vectoriel sur K est dit K-espace vectoriel.
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Terminologie

o L'espace vectoriel sur K est dit K-espace vectoriel.
o Les éléments de E sont appelés des vecteur.
o Les éléments de K sont appelés des

o L'élément neutre de la loi interne est O est appelé vecteur
nul.

o L'inverse d'un vecteur A dans E est appelé opposé.

@ On se refére a la loi externe par multiplication.
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Regles de calcul

Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Soient A € E et A € K.
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Regles de calcul

Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Soient A € E et A € K.
alors

Q 0.A =0¢.

Q A.0g = 0 (élément absorbant)
O (-1)A=-A
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Regles de calcul

Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Soient A € E et A € K.
alors

Q 0.A =0¢.

Q A.0g = 0 (élément absorbant)
O (-1)A=-A
QD AA=0 < A=0 ou A =0

o Donner un preuve?



Mini exercice

Pour chaque cas, vérifier s'il s'agit d'une espace vectoriel?

Q L’ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], continues positives ou nulles, pour
I'addition et le produit par un réel.

@ L’ensemble des fonctions réelles sur R vérifiant limy_.o, f(x) = 0 par les mémes
opérations.

© L’ensemble R* pour les opérations
x®y=xy Ax=x"A€ER)
@ L’ensemble des points (x,y) de R? vérifiant

sin(x+y) =0

@ L’ensmble des vecteurs (x,y,z) de R3 orthogonaux au vecteur (—1,3, —2).
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Sous espace Vectoriel

Définition
Similaire a la notion de groupe. Si on posseéde un K-espace vectoriel E.
Une partie F de E est appelée un sous espace vectoriel si:
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Sous espace Vectoriel

Définition
Similaire a la notion de groupe. Si on posseéde un K-espace vectoriel E.
Une partie F de E est appelée un sous espace vectoriel si:

o Og € F. (élément neutre)
o A+BeF VA ,BeF Loiinterne

o AMA €F VYAeKetA €F (Loi externe)




Exemple (1)

Droite passant par |'origine

D={xy)I3x—2y=0}

Figure: Droite passant par |'origine



Exemple (2)

Sous groupes ?

o
Fi={(xy) e R?|x+y=2}
(+]
Fzz{(x,y)eR2|X:00uy:0}
o
Fs={(xy) €R?|x>0ety>0}




Exemples (2) Vérification

Pour chaque cas, vérifier s'il s'agit d’'un espace vectoriel

Mini Exercice

O L’ensemble des fonction paires.

Q L’ensemble des fonctions impaires.

Q

E={(xy,z,t) eR* [x=tety =z}
(%]
E={(xy) e R?|x*+xy >0}
Q
E={f € F(R,R) | f est croissante}
(6]
{(un)nen | (un) — 0}




Combinaison Linéaire

Définition

Soient By, By, ..., By, des vecteurs d'un espace vectoriel E. On appelle
une combinaison linéaire des (B;); , est un vecteur:

V=AB1+MABs...+A By (2)

o Sin =1, alors V =AB. on dit alors que V et B sont colinéaire.

A

A +2B
2B

A 4




Q Dans R?, (4,1, 3) est une combinaison linéaire de (1,0, 1) et
(0,1,0) car:
(4,1,4) =4(1,0,1)+1(0,1,0)

Q Est ce que le vecteur (2, 1) est collinéaire avec (1,0)?
© On considére I'espace E = F(R, R), on considere les monémes

vx e R, fo(x) =1, f1(x) =x, fa(x) = %2, f3(x) =x3

alors la fonction f(x) = x3 — 2x? — 7x — 4 peut s'écrire comme une
combinaison linéaire des (f;)

f(X) = f3 — 2f2 — 7f1 — 4—f0
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Recherche Coefficients

Soit u = (1,2, —1) et v = (6, 4,2) deux vecteurs de R3. Montrons que
w = (9,2,7) est une combinaison linéaire de w et v.

9 1 6 A+6p3
21 =A1 2 | +B (4| =|2A+4p
7 —1 2 —A+2B3
Ainsi on trouve:
9 = A+6p3
2 = 2A+4p
7T = —A+2p3

On retrouve que A = —3, =2
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Recherche Coefficients
Exemple (1)

Soit uw= (1,2, —1) et v = (6, 4,2) deux vecteurs de R3. Montrons que
w = (9,2,7) est une combinaison linéaire de u et v.

9 1 6 A+6p3
21 =A 2 | +B 4] =|2A+4p
7 -1 2 —A+2p3
Ainsi on trouve:
9 = A+6p
2 = 2\+4p3
7T = —A+2p3

On retrouve que A = —3, 3 =2

Exemple (2)

Reprenez la méme procédure pour u=(1,2,—1), v=1(6,4,2) et
=(4,-1,8).




Caractérisation d'un sous espace

Caractérisation Sous espace vectoriel

Soient E un K-espace vectoriel et F une partie non vide de E. F est un
sous espace vectoriel si et seulement si:

AU+pV  €F VULVEF VA uek (3)
~—

combinaison linéaire

o Donner une preuve




Intersection

Proposition

Soient F et G deux sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel. L’
intersection F N G est aussi un espace vectoriel.

o Donner une preuve?

D={(xy,z) ER* x+3y+z=0etx—y+2z=0}

On peut considérer

{F = {(x,y.2) €R®|x+3y+z=0}
{

G (x,y,z) ER3 | x —y +2z=0}




Union

Remarque

Malheureusement, L’union de deux sous espaces vectoriels n’est pas un
sous espace vectoriel.

Contre exemple
F={(x,y) [x=0}
G={xy)ly=0
(0,1)eFUGet (1,00 e FUGmais (1, 1) € FNG

G

‘ (1,1)
‘F




Somme directe

Si on cherche un espace vectortiel qui contient F et F. On définit la
somme directe de F et G

F+G={u+v|ucF veG} (4)

G

Figure: Somme directe



Propriété Somme directe

Proposition

Soient E e F deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel.
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Proposition
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Propriété Somme directe

Soient E e F deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel.

O F + G est sous espace vectoriel.

Q F+ G est le plus petit sous espace vectoriel contenant a | fois F et
G.

= {(x,y.z) e R¥|x =0}
G = {(xy,z)eR3|y=0}

Déterminer I'espace vectoriel

F+G




Somme supplémentaire

Soient F et G deux sous espaces vectoriels de E. F et G sont en somme

directe si:
Q FNG ={0g}
Q F+G=E.

Dans ce cas on dit que F et G sont supplémentaires et on écrit:

E=Fa®G (5)

F et G sont supplémentaires dans E si tout élément de E s'écrit d'une
maniere unique comme la somme d'un élément de F et d'un élément de

G.




Exemple Espaces supplémentaires

o

prouver que




Exemple Espaces supplémentaires

{ = {(xy) eR?*|x=0}
G {(x,y) eR?|y =0}

prouver que
RP=FaG

Exemple 2

Méme question dans R? pour

F = {(xyz2)eR¥|x—y—z=0}
G = {(xyz)eR|y=2z=0}




Sous espace engendré

Théoréme

Soient {v1,V,...,vn} un ensemble fini de vecteurs dans un K-espace
vectoriel E alors:

Cet espace est appelé espace engendré par vq,...,Vvn:
n
Vect(vy, ..., vn) = {Z?\ivi | A EK} (6)
i=0



Sous espace engendré

Soient {v1,V,...,vn} un ensemble fini de vecteurs dans un K-espace
vectoriel E alors:

@ L'ensemble des combination linéaires de {vy,...,vn} est un sous
espace vectoriel de E.

Cet espace est appelé espace engendré par vq,...,Vvn:
n
Vect(vy, ..., vn) = { ) Avi|A;i €K} (6)
i=0
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Sous espace engendré

Soient {v1,V,...,vn} un ensemble fini de vecteurs dans un K-espace

vectoriel E alors:
@ L'ensemble des combination linéaires de {v1, ..

espace vectoriel de E.
o C'est le plus petit sous espace vectoriel contenant les vecteurs

., Vn} est un sous

V1,V2,...,Vn.
Cet espace est appelé espace engendré par vq,...,Vvn:
n
Vect(vy, ..., vn) = { ) Avi|A;i €K} (6)
i=0

27/62
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Exemples Espace Engedré

@ Si u est un vecteur d'un espace
vectoriel E,

Vect(u) ={Au | A € K} =Ku

Droite vectotielle
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Exemples Espace Engedré

@ Si u est un vecteur d'un espace Si u et v sont deux vecteurs de E, on
vectoriel E, définit un plan vectoriel par:

Vect(u) ={Au | A € K} =Ku
Vect(u,v) ={Au+ pv | A, p € K}

u
O

O

Figure: Droite vectotielle Figure: Plan vectoriel



Exemple 2

Exemple Polynomes

L'ensemble

P, = {PeRIX]|deg(P)=2}
P, = {PeRX|P=aX’+bX+c}
P, = Vect(X? X,1)




Exemple 2
Exemple Polynomes

L'ensemble
P2 = {PeR[X]|deg(P) =2}
P, = {PeRX|P=aX’+bX+c}
P, = Vect(X? X,1)

Exemple 3

F = {(xy2) eR¥x—y—z=0}




Exemple 2
Exemple Polynomes

L'ensemble
P2 = {PeR[X]|deg(P) =2}
P, = {PeRX|P=aX’+bX+c}
P, = Vect(X? X,1)

Exemple 3

F = {(xy2) eR¥x—y—z=0}




Exemple 2
Exemple Polynomes

L'ensemble
P2 = {PeR[X]|deg(P) =2}
P, = {PeRX|P=aX’+bX+c}
P, = Vect(X? X,1)

Exemple 3

F = {(xy2) eR¥x—y—z=0}

F = {(xy2)eR(y+zy2)}




Exemple 2
Exemple Polynomes

L'ensemble
P2 = {PeR[X]|deg(P) =2}
P, = {PeRX|P=aX’+bX+c}
P, = Vect(X? X,1)

Exemple 3

F = {(xy2) eR¥x—y—z=0}

F = {(xy2)eR(y+zy2)}
F = y(1,1,0)+2(1,0,1)




Exemple 2

Exemple Polynomes

L'ensemble
P> = {PeR[X]|deg(P) =2}

{PeRX]|P=aX®+bX+c}
P, = Vect(X? X,1)

Exemple 3

= {(xyz)eR|x—y—2z=0}

3
N
Il

= {(xy.2) eR?|(y+zy2)}
= y(1,1,0) +2(1,0,1)
= Vect((1,1,0),(1,0,1))

- T T
|
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Soient E et F deux espace vectoriels. Une application f: E — F est une
application linéaire si elle satisfait les deux conditions suivantes:

Q Vu,vetbt flu+v)="~(u)+fv)
Q Vue EAeK f(Au) =Af(u)

@ Une application linéaire doit respecter les deux lois d'un espace
vectotiel.
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Soient E et F deux espace vectoriels. Une application f: E — F est une
application linéaire si elle satisfait les deux conditions suivantes:

Q Vu,vetbt flu+v)="~(u)+fv)
Q Vue EAeK f(Au) =Af(u)

@ Une application linéaire doit respecter les deux lois d'un espace
vectotiel.

o L’ensemble des applications linéaires de E vers F est noté L(E, F)
o f est aussi appelé un morphisme d'espace vectoriel.

@ Une application f de E vers E est appelé un endomorphisme de E.
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Soit I'application f définie par
f R3 - R?
(x,y,z) — (—=2x,y+3z)
Vérifier que f € L(R3, R?).




Soit I'application f définie par

f RS — R2
(x,y,z) — (—=2x,y+3z)
Vérifier que f € L(R3, R?).

Exemple 2

L'application

g R - R
x — x°

est-elle linéaire?




Propriétés d'une applicaiton linéaire

Proposition
Soit f € L(E, F) alore on as:
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(*] f(OE) =0r
o f(—u)=—f(u) Yuekt




Propriétés d'une applicaiton linéaire

Soit f € L(E, F) alore on as:
o f(0g) = 0Or
o f(—u)=—f(u) Yuekt

Caractérisation d'une application linéaire

Une méthode plus concentrée pour vérifier que f € L(E, F) est de
prouver que

fAu + pv) = Af(u) + uf(v) (7
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Soit f € L(E, F) alore on as:
o f(0g) = 0Or
o f(—u)=—f(u) Yuekt

Caractérisation d'une application linéaire

Une méthode plus concentrée pour vérifier que f € L(E, F) est de
prouver que

fAu + pv) = Af(u) + uf(v) (7




Propriétés d'une applicaiton linéaire

Soit f € L(E, F) alore on as:
& f(OE) =0r
o f(—u)=—f(u) Yuet

Caractérisation d'une application linéaire

Une méthode plus concentrée pour vérifier que f € L(E, F) est de
prouver que

fAu + pv) = Af(u) + uf(v) (7
Préservation combinaison linéaire
n n
f(D Awvi) =) Aif(vi) (8)
i=0 i=0




Mini Exercice

Mini exercice

Pour chaque cas, vérifier si f; est une applicaiton linéaire

o

fl(xiy) = (_Xv _U)
o

fa(x,y) = (3%, 3y)
o

f3(x,y) = (x,y)
? /3
3 1 1 3
fa(x,y) (77(— SY . oxt 79)




Transformation géométrique

Symétrie centrale

La symétrie centrale par rapport a Og dans un espace vectoriel E est
définit comme suit:

(9)
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La symétrie centrale par rapport a Og dans un espace vectoriel E est
définit comme suit:

(9)




Transformation géométrique

Symétrie centrale

La symétrie centrale par rapport a Og dans un espace vectoriel E est
définit comme suit:

(9)

Y




Homotétie

L'homotétie de rapport A d'un espace vectoriel est définit comme suit:

f: E — E

u — Au (10)




Homotétie

L'homotétie de rapport A d'un espace vectoriel est définit comme suit:

f: E — E

u — Au (10)

Figure: Représentation Homotétie




Homotétie

L'homotétie de rapport A d'un espace vectoriel est définit comme suit:

f: E — E
u — Au

(11)




Homotétie

L'homotétie de rapport A d'un espace vectoriel est définit comme suit:

f: E — E
u — Au

(11)

Figure: Représentation Homotétie




Projection

Projection

Si F et G sont deux sous espace vectoriels complémentaires dans E.
Alors on peut définir deux projections Pr et Pg donnés comme: Pour
chagueue Eonasu=v+w.

Pr:E—F Pg:E— G (12)
u—v u—w




Projection

Si F et G sont deux sous espace vectoriels complémentaires dans E.
Alors on peut définir deux projections Pr et Pg donnés comme: Pour
chagueue Eonasu=v+w.

Pr:E—F Pg:E—G

(12)
u—sv u—w

PG (LL

4
o

Pr(u)
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Mini Exercice

Mini Exercice

Pour chaque exemple, vérifier si I'application est linéaire
° R R
—
x — 3x—=2 (13)
(2]
R* — R (14
(X1,X2,X3,Xa) —  X1X3 + XoXa )
o
Cl(R,R) — C°R,R) (15
f s 4 f )
Q
R,R) — C°R,R) (16)
f —  max (f(x))




Image d'une application linéaire

R

Image d'une application linéaire

Soientt E et F deux espaces vectoriels et f: E — F une application
linéaire, alors on définit I'image directe de E par:

Imf ={f(x) € F|x € E}

alors on a Imf est un sous espace vectoriel de F.

Résultats

. ’ . 7 .
o Si E est un sous espace vectoriel de E alors, ImE  est aussi un sous
espace vectoriel de F.

f est surjective <= Imf =F




Noyau d'une application linéaire

Soit E et F deux espaces vectoriels et soit f: E — F une application
lindaire. On appelle noyau de f noté Ker(f)

Ker(f) ={u € E | f(u) = 0¢} (17)
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Ker(f) ={u € E | f(u) = 0¢} (17)

Si E et F deux espaces vectoriels et f: E — F une application linéaire.
Alors Ker(f) est un sous espace vectoriel de E.




Noyau d'une application linéaire

Soit E et F deux espaces vectoriels et soit f: E — F une application
lindaire. On appelle noyau de f noté Ker(f)

Ker(f) ={u € E | f(u) = 0¢} (17)

Si E et F deux espaces vectoriels et f: E — F une application linéaire.
Alors Ker(f) est un sous espace vectoriel de E.

Calculer le noyau de

f: R3 —5 R2
(x,y,2) — (=2x,y+3z)




Famille libre
Introduction

o Les espaces vectoriels qui sont engendrés par un nombre fini de
vecteurs sont appelés des espaces vectoriels de dimension finie.

@ Le but de cette section est de savoir comment calculer une base
pour cet espace.

Famille libre

Une famille {vy,vo,...,vp} ol p > 1 est dite famille libre si toute
combinaison linéaire nulle :

A1V1 + Aovo + .. .)\p\)p =0

n'admet qu'une seule solution

A=0A=0 ...A,=0

o Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée



On considere dans R3 la famille:

1\ /4\ /2
{2,5,1}

3 6 0

On veut vérifier si cette famille est libre ou non?

A1(1,2,3) +A2(4,5,6) +A3(2,1,0) = Ogs

A1 +4N, +2A3 = 0
2A1  +5Ay 43 = 0
3A1 +46A, =0
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On considere dans R3 la famille:

1\ /4\ /2
{2,5,1}

3 6 0

On veut vérifier si cette famille est libre ou non?

A1(1,2,3) +A2(4,5,6) +A3(2,1,0) = Ogs

A H4A 203 = 0
2A1  +5Ay 43 = 0
3A1 +46A, =0
On peut vérifier que A; =2, A, = —1 et A3 = 1 est une solution. Ainsi

cette famille est liée.
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Autre Exemples

Famille trigonométique

On considére I'espace vectoriel F(R, R) et la famille:

F = {sin, cos}

Est ce que cette famille est libre ou liée?




Autre Exemples

On considere I'espace vectoriel F(R, R) et la famille:

F = {sin, cos}

Est ce que cette famille est libre ou liée?

Arsin(x) + Azxcos(x) =0

@ Pour x =0 on trouve que A\; =0
@ Pour x = 7 on trouve que A2 =0

Ainsi cette famille est libre.
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Famille Liée (Identification)

Cas deux vecteur

La famille {vq, vo} est

o liée si v1 est un multiple de v, ou inversement.

@ libre sinon




Famille Liée (Identification)

La famille {vq, vo} est

o liée si v1 est un multiple de v, ou inversement.

@ libre sinon

Généralisation

Soit E un K-espace vectoriel est F ={v1, V>, ..., v} une famille avec
p=>2.

Alors F est liée si I'un de vecteurs s'écrit comme combinaison linéaire
des autres vecteurs.




Famille Liée (Identification)

Cas deux vecteur
La famille {vq, vo} est
o liée si v1 est un multiple de v, ou inversement.

@ libre sinon

Généralisation

Soit E un K-espace vectoriel est F ={v1, V>, ..., v} une famille avec
p=2

Alors F est liée si I'un de vecteurs s'écrit comme combinaison linéaire
des autres vecteurs.

Exemle




Interprétation géométrique

Deux vecteurs dans R? sont liés (linéairement dépendents) s'ils sont

colinéaires

0
V1
/

Deux vecteurs dans R® sont liés (linéairement dépendents) s'ils sont

colplanaires

es Ve
Vo
Vi
€2
€1



Mini Exercice

@ On considére la famille

{(=1,t), (2, —t)} (18)
Pour quels valeurs de t cette famille est libre?
@ Montrer que toute famille contenant une famille liée est liée.
@ Montrer que toute famille contenue dans une famille libre est libre.

@ Soit f: E — F une application linéaire injective. Montrer alors que si
{v1,va2,...,vp} est une famille libre de E, alors {f(vy1), f(v2),..., f(vp)} est
une famille libre de F.
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Famille génératrice

Définition

Soient vy, ...,V des vecteurs de E. La famille {vy,..., v} est une
famille génératrice de |'espace vectoriel E si:

VuebE u=»Avi+Ava+... +Apvp (19)
@ On dit que la famille {vy, ..., v} engendre I'espace vectoriel E.
o E=Vect(vy,...,vp)

Soit vi = (1,0,0), vo = (0,1,0) et v3 = (0,0, 1).

La famille F = {v1, V2, v3} est une famille génératrice de R3.

Vu=(x,y,z) €R} u=xvi+yvy+2zvs




Exemple 2

1 1
Sion considerevi = [ 1] etvo = | 2] de E=R3.
1 3

Ces deux vecteurs ne forment pas une famille génératice car le vecteur
(0,1,0) & {v1,vo} Car

A(1,1,1)4+22(1,2,3) =(0,1,0) (20)
implique que
AL+ A =0
AM+2A =
A+3\ = 0

Ce systeme n'admet pas de solution!
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Lien entre famille

Si J ={v1,v2,...,Vvp} est une famille génératrice de E. alors
’ ’ ’ ’ . . 7 e . . .
F ={vivy ... ,vp} est aussi une famille génératrice si et seulement si

71 7 . . -, /
tout élément de F est une combinaison linéaire de F .

o Cette propriété ne change pas le cardinal des familles génératrice.

@ Nous cherchons a avoir un nombre minimal de générateurs
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Lien entre famille

Proposition
Si F ={vy1,v2,...,vp} est une famille génératrice de E. alors
g = {vl,v2, e ,v;} est aussi une famille génératrice si et seulement si

. . -y /
tout élément de F est une combinaison linéaire de F .

o Cette propriété ne change pas le cardinal des familles génératrice.

@ Nous cherchons a avoir un nombre minimal de générateurs

Réduction

Si la famille {vy,...,vp} engendre E. Et si I'un des vecteur (par exemple) v, est une
cominaison linéaire des autre alors:

{vi,va, ... vpo1) (21)

est une famille génératrice.




Mini Exercice

@ A quelle condition sur t € R, la famille {(0 t—1), (t,—t), (t2 —t, t — 1)} est
une famille génératrice de R2.

@ Meéme question avec la famille

{(1,0,1), (1, t, ), (1,t%,1)}

@ Montrer que si f: E — F est une application linéaire surjective et que
Vi,...,Vp est une famille génératrice de E.
Alors {f(v1),...,f(vp)} est aussi une famille génératrice de F.
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Introduction

Introduction

@ La notion de base généralise la notion de repére.

@ Dans R?, un repere est donné par deux vecteurs non colinéaires.

@ Dans R3, un repere doit &tre construit par trois vecteurs non colplanaires.

)\Vg

V2

)\\’1
Vi

Figure: lllustration Repére R?




Base

Définition

Soit E un K-espace vectoriel. Une famille B = (v1,v2,...,vn ) de vecteurs de E est
une alertbase de E si:

@ B est génératrice.
@ B est libre.




Soit E un K-espace vectoriel. Une famille B = (v1,v2,...,vn ) de vecteurs de E est
une alertbase de E si:

@ B est génératrice.
@ B est libre.

Théoréme

Si B = (v1,Vv2,...,Vvn) une base de I'espace vectoriel E. Alors tout vecteur de u € E
s'exprime de fagon unique comme combinaison linéaire des éléments de B.

n
u=3y A (22)
i=1
Q (A1,...,An) s’appellent des coordonées du vecteur 1 dans la base B.
@ L’application
¢ K" — E

(7\1, ey 7\11) — Z?:l Aivi

est un isomorphisme entre K™ et E.



Exemples (1)

Base Canonique

Dans R2, on note e; = (1,0) et e; = (0,1) la base canonique.




Exemples (1)

Base Canonique

Dans R2, on note e; = (1,0) et e; = (0,1) la base canonique.

Autre base de R?

On peut générer aussi une base de R2, en considéreant deux vecteurs non colinéaires.
Par exemple soient vi = (3,1) et vo = (1,2). Alors (v1,Vv2) forme un base de R2.

yes V=2, + Ay

Figure: lllustration base R?

Base canonique R?

On peut aussi donner la base cannonique dans R3 par vi = (1,0,0), vo = (0,1,0) et
vs3 = (0,0,1).




Exemple (2)

Base non coplanaires

Soit vi = (1,2,1), vo = (2,9,0) et v3 = (3,3,4). Montrer que la famille
B = (v1, Va2, v3) est une base de R3.

@ Génératrice: Soit u = (x,y,z) € R3 cherchons A1, A2, A3 tel que

u = A1v1 + A2va + A3vs

A1+ 2A2 + 373 = x
2A01+9A2+3A3 =y
A1+ 423 = z

@ Libre Soient A1, A, A3 tel que

A1vi+ A2va + A3v3 =0

A1+ 222 + 373 = 0
2A1 +9A2+3A3 = 0
A1+ 43 = 0



Exemples (3)

Base canonique R™

Les vecteurs de K™:

1 0 0

0 1 0
€1 =1 - er = | . R

0 0 1

forment la base canonique de K™.




Exemples (3)

Les vecteurs de K™:

1 0 0

0 1 0
e = . € = . ... Epn =

0 0 1

forment la base canonique de K™.

Base polynémiale

Une base des polynomes de degré n est donnée par:

B=(1XX%..., X"




Base incomplete

Libre a Base

Soit E un K-espace vectoriel admettant une famille génératrice.
Toute famille libre £ peut étre étendue a un base.

i.e trouver une famille & tel que

L UJ est une base




Base incomplete

Soit E un K-espace vectoriel admettant une famille génératrice.
Toute famille libre £ peut étre étendue a un base.

i.e trouver une famille & tel que

L UJ est une base

Génératrice a Base

Toute famille génératrice £ peut étre réduite a une base.

i.e Trouver B C L tel que B est une base.




Mini Exercice

Mini Exercice

@ Soient les vecteurs vi = (—1,—3), vo = (3,3), v3 = (0,0), v4 = (2,0) et
V5 = (2,6).

o Démontrer que G = (v1,...,Vvs) est une famille génératrice de R?.
o Extraire une base de G.

@ Déterminer une base du sous espace vectoriel E; de R3 d’équation:

x+3y—2z=0

o Compléter cette base dans R3.

© Meéme question pour E; vérifiant les équations:

x+3y—2z = 0
y = z




Dimension finie

Définition

Un espace vectoriel E admettant une base de cardinal fini est dit de
dimension finie.
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Définition
Un espace vectoriel E admettant une base de cardinal fini est dit de
dimension finie.

Théoreme

Toutes les bases d'un espace vectoriel E de dimension finie ont le méme
cardinal.




Dimension finie

Définition
Un espace vectoriel E admettant une base de cardinal fini est dit de
dimension finie.

Théoreme

Toutes les bases d'un espace vectoriel E de dimension finie ont le méme
cardinal.

Définition
Ainsi la dimension, notée dimE, d'un espace vectoriel est par définition
le cardinal de I'une de ces bases.




@ Puisque {(1,0), (0,1)} est une base de R2. Alors

dimR? =2

Q De méme
dim(R™) =n

@ La dimension de I'espace des polynomes de degré n est n + 1.

B={1XX..., X"}

© R[X] n’est pas de dimension finie.

Q@ F(R,R) n’est pas de dimension finie.
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Complément

Soit E un espace vectoriel. Soit G une famille génératrice de E et £ une famille libre
alors:

CardL < CardG (23)
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Soit E un espace vectoriel. Soit G une famille génératrice de E et £ une famille libre
alors:

CardL < CardG (23)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n

@ Toute famille libre de E a au plus n éléments.

@ Toute famille génératrice de E 3 au moins n éléments.




Complément

Lemme 1
Soit E un espace vectoriel. Soit G une famille génératrice de E et £ une famille libre
alors:

CardL < CardG (23)

Proposition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n

@ Toute famille libre de E a au plus n éléments.

@ Toute famille génératrice de E 3 au moins n éléments.

théoreme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et F = (v1,...,Vvn ) une famille de n
vecteurs. Alors on as |'équivalence
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Complément

Lemme 1
Soit E un espace vectoriel. Soit G une famille génératrice de E et £ une famille libre
alors:

CardL < CardG (23)

Proposition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n

@ Toute famille libre de E a au plus n éléments.

@ Toute famille génératrice de E 3 au moins n éléments.

théoreme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et F = (v1,...,Vvn ) une famille de n
vecteurs. Alors on as |'équivalence

@ T est une base.
@ T est une famille libre.




Complément

Lemme 1
Soit E un espace vectoriel. Soit G une famille génératrice de E et £ une famille libre
alors:

CardL < CardG (23)

Proposition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n

@ Toute famille libre de E a au plus n éléments.

@ Toute famille génératrice de E 3 au moins n éléments.

théoreme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et F = (v1,...,Vvn ) une famille de n
vecteurs. Alors on as |'équivalence

@ T est une base.
@ T est une famille libre.

© T est une famille génératrice.




Pour quelle valeur de t € R, les vecteurs (v, vo,v3) forment une base de
R3?

V1 = (1, 1,4) Vo = (1,3,t) V3 = (1, 1,t)

o Puisque on est dans R3 de dimension 3, il suffit de démontrer que
cette famille est soit libre soit génératrice.

@ En pratique, il est simple de montrer qu'elle est libre.
A1vi + Aovo + A3v3 =0

AL+ A+ A3 =0
A1+ 3A + A3 = 0
AN+t +tAs = 0
Al+Az =
Ao =
(t—4)As =

o O O
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Dimension sous espace vectoriel

Théoreme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

O Tout sous espace vectoriel F de E est de dimension finie.
Q dimF < dimE
Q F=E < dimF=dimE




Dimension sous espace vectoriel

Théoreme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

O Tout sous espace vectoriel F de E est de dimension finie.
Q dimF < dimE
Q F=E < dimF =dimE

Théoreme des quatre dimensions

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sous espaces
vectoriels de E. Alors

dim(F + G) = dimF 4+ dimG — dim(FN G) (24)

Corollaire

dim(F® G) = dimF + dimG
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