Correction Partiel Algebre

February 7, 2021

1 Egalité Ensemble

On cherche a démontrer par double inclusion I’égalité ensembliste suivante:

(—~

AAB)NC = (ANC)A(BNC) (1)

F G

1. FC G

Soitx € F r € (AAB)etx € C
[ € (A/B)ouzx € (B/A)] etz € C
[x€(ANC)/(BNC)]oulz e (BNC)/(ANC)]

re @G

I

2. GCF:

Soitz € G z€[(ANC)/(BNC)]ou [(BNC)/(ANC)]
z € [(ANC)/B]ou [(BNC)/A]

[z € A/Boux € B/A] et [z € C]
S [AAB}

il

rzeF

2 Fonction caractéristique

1. Fonction caracteristique de F":



TTF = TAAB TC
= [7TA—|-7TB—27TA7TB}’/TC

2. Fonction caracteristique de G:

TG = Tanc + TBnC — 2TanBnC
= TATc-+TB 7TC—2<7TA 7TB>7TC

= [7TA + 7B — 27TB7TC]7TC

3. D’apres les deux équations on conclut que :

3 Injection/Surjection

Soit une application f : £ — E tel que

fofof=Ff

« Montrer que si f est injective alors elle est surjective :

(2)

Pour démontrer que f est surjective, il faut démontrer que tout élément

y € E admet au moins un antécédent.

Soit alors y € E, en utilisant I’égalité (2), on obtient que

FFrw)) = £

f(fw) =y

(3)

(4)

Ainsi on as prouvé que y admet un antécédent qui est f(y). D’ou, f est

surjective.

« Montrer que si f est surjective alors elle est injective



Proof. Soit deux élements z; et x5 dans E tel que

flxy) = f(z2) =y (5)

Par absurde, supposons que x; # x5, comme f est surjective on as alors,

3z}, 25 € E tel que

’

Ty = f(x5)

On utilise maintenant le fait que f = f o f o f de ’équation (2), on aura

{ T :f(mi)

z1 = f(f(f(2))))
——

1

ws = f(f(f(x3)))
~——

En utilisant I’egalité des images dans I’équation (5), on aura
w1 = f(f(21)))
—

Yy

xy = f(f(x2))
——

{$1:f<y)
Ty = f(y)

Aini on aura que x; = x,. Contradiction !!

Ainsi on aura

0
4 Relation Equivalence
On considére dans dans le plan R?, la relation
(21, Y1) R(72, y2) <= =1 —By2 = 12 — 5y (6)

1. Montrer que R est une relation d’équivalence:



Réflexive : Soit (71,y;) € R? on as
Ty — Y1 = T2 — Oy

On conclut que (21, y1)R(z1,y1)-

Symétrique : Soit P, = (21,y1) et P, = (x2,42). tel que P, R P, On a
alors:
Ty — dYo = X9 — Oyl (7)

En permutant les équation on obtient que 2 — 5y; = 1 — Hys. Ainsi

PR P, (8)

Transitive Soient Py (z1,y1), Po = (z2,y2) et P; = (x3,y3) trois points
de R? tel que .
PlRPQ etPQRpg

On aura lors

Ty — DYy = Tz — Oy (9)
Ty —OYs = T3 — O
En prenant la somme on obtient
T1 — DYz + T — dY3 = T2 — dY1 + T3 — HY2 (10)
qui se simplifie en
r1 — 5yz = 13 — Sy (11)
PR P (12)
2. Dessin classe d’équivalence: Soit un point P = (a,b) € R2
CI(P) =< (z,y) €R*| a+5b=x+ by (13)
f(ab) fz,y)
CU(P) = {(z,y) € R*| f(a,b) = f(z.y)} (14)

Ainsi la classe Cl(a, b) est 'ensemble des points qui ont la méme image que
(a,b) par la fonction f : (z,y) — = + by



5 Relation d’ordre

Pour deux points dans P;, P, € R? on considére la relation suivante:

Pi(z1,31) R Pa(x2,72) <= o1 <apety; < (15)
1. Démontrer que c’est une relation d’ordre? On considere trois points P; (21, y1), Pa(x2, y2)
et 3 = (z3,93).
Réflexive :
Onax; <z ety <y alors:

PRP VP cR?

Transitive On suppose que P, R P, et P, R Ps. On as alors:

T < @9 Tg < a3
et 16
{y1 < Y {yz < Y3 (16)

On conclut alors que:
1
Y

X3
Y3

IAINA

Ainsi:
P, R P (18)

Antisymeétrique : On suppose que P, R P et P, R P;. On as alors:

1 < @ T < I
et 19
{ y1 < Yo { Y2 < (19)

On conclut alors que:

1 = X9
20
Yy = Y2 (20)
Ainsi:
[PPR P,et bR P| = P =P (21)

Ainsi on conclut que R est une relation d’ordre.

2. Représenter éléments supérieures et inférieurs. Soit P = (a,b) € R?, un
point dans le plan, alors les éléments inférieurs a (a, b) vérifient la relation
suivante:

Infiap = {(z,y) €R*| (z,y) R (a,0)} (22)
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Infap ={(r,y) €R* |z <aety <b} (23)
De méme on obtient que:
Supay = {(v,y) €R* |z > aety > b} (24)

Une illustration de ces deux ensembles est présentée dans la (figure.1).

A

A 4

Infiap)

Figure 1: Illustration des éléments supérieurs et inférieurs d'un point (a, b) par
la relation R

3. Cette relation est elle totale.

D’apreés le graphique on peut observer que pour un point (a, b), on ne peut
pas le comparer a tous les points. Par exemple si consideére le point P(0, 0)
et le point Q(—1, 1), IIs ne sont pas comparables.

6 Vérification groupe

Soit G = R x R* et la loi * définie comme suit:



X
(z1,91) * (22, y2) = (T2y1 + ai', Y1) (25)

Loi interne : Soit P; = (z1,y1), P> = (22,y1) € G, montronsque P, x P, € G
Onaxsetaxys € Rety,ety; € R* —

Y2

x2y1+ﬂ & R
Y1Y2 € R*

Donc
Pl * P2 S G
Associative, commutative Soient P, = (x;,v;) i € {1, 2,3} trois points de G.

« Calculons la valeur de (P, * Py) * P

Loty + 5
(P, * Py) * Py = (230192 + y— ; Y1Y2Y3) (26)
3
x x
P« (P = P3) = ((w3y2 + 2y + —— yi1yays)  (27)
Y3 Y2Ys

Ce qui prouve qu’on possede I’égalité entre les deux expressions.

Commutative? Il suffit de calculer par exemple
3
(1,4) = (3,1) = (12+1,4) # (3+ 1,4) =(3,1) x (1,4)

Donc la loi n’est pas commutative.

Elément neutre :

Soit P = (x,y), cherchons un élément E = (e, €3) tel que
P+« E=P VPeR? (28)

On obtient que:

+ v ey 0 e 0
e — = €T = =
1Y o . 1 1 (29)
yes =y ea = 1 ea = 1
Puisque la loi n’est pas commutative, il faut aussi verifier
(0,1) * (z,9) = (v,y) Y(z,y) € R
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On as 0
Donc G admet un éléement neutre (0, 1).

Groupe : Pour que G soit un groupe, il faut que chaque élément de G admet un
opposé.

Donc soit P = (z,y) € G, cherchons P’ = (z',y') € G tel que
PxP =P % P=(0,1) (30)

Si on applique la premiére relation P % P’, on aura alors que:

> ,

P
yy o= 1 y =

LS l= O
<S | =

. o . / . . /
On doit vérifier maintenant que P = (—x, %, verifie aussi P x P

1 T Ty
—z,—) * (v,y)=(———,=)=(0,1 (31)
( y) (z,y) = ( ;T y) (0,1)
Donc chaque élément (x,y) admet un opposé (—z, i) Ainsi on conclut
que (G, %) est un groupe non abélien.

7 Automorphisme antérieur

Soit (G, .) un groupe. Pour chaque élément a € G, on note la fonction 7, définie
comme suit:

Ta ' { G — G,l (32)
r — a .x.a
Morphisme du groupe :
Soit deux éléments z et y dans G On a :
Ta(x.y) = a lzy.a (33)
= a'z.q.a ya (34)
S~ ——
n@
= 74(7).70(y) (35)



Ce qui prouve que 7, est un morphisme de groupe.

Composée :
Va,be€ G, T,0Ty = Tha (36)
On a:

T,om(r) = Ta(Tb(x)) (37)

= 7.(b7".z.b) (38)

= a b laba (39)

= (b.a)'.z.(b.q) (40)

= Tpa(x) (41)

Bijection : Soit @ € G, montrons que I'application est 7, est bijective.

Puisque (G,.) est un groupe, chaque élément a admet un opposé qu’'on
note a~!. Selon I’équation (41), on a
Ta O Ty-1 = Ty-14 = T, = ldg (42)

De méme on a:

Ta—10Tg = Taa-1 = Te = Idg (43)

Ainsi chaque application 7, est bijective et son inverse est 7,-1.

Groupe des morphisme : Onnote © = {7, | a € G}, montrons qu e(O, o) est
un sous groupe du groupe des fonctions de GG vers G.

« Elément neutre: Onar. : x — e '.x.e = x Ainsi

7.=Id € ©
+ Loi interne : Selon la question (b), on a:
TaO Ty = Tha € O
« Opposé: Selon la question (c), on a
Va € GTa0T4-1 = T,-1 07a = id

Donc chaque élément admet un opposé. Ainsii que © un groupe.



8 Polynomes
Soient P = 2z + 223 — 22 — 2 et Q = —z* + 1 deux polynémes dans R[X]
1. Déterminer le PGCD(P,Q):
20t 422 =20 —2= (—a*+1) - —2+ (22% - 2z)

—at+1=(22%-22)  —Jz+(—2?+1)
2x3—2$:(—x2+1)- —2x+0

Ainsi on conclut que le D = (X2 —1), puisque le PGCD doit étre unitaire.

3

2. Démontrer que z°> — x est un multiple de D.

x3—x:(x2—1)x
— 23+

0

3. Pour retrouver alors U et V, on détermine les polynémes de Bézout puis
on multiplie par .

Selon la deuxieme equation de la décomposition on trouve que

= (22° — 293)(—%@ - D (44)
= —-Q+ (%I)(Qx?’ —2x) (45)

On remplace maintenant (22° — 2) par son expression dans la premiére
equation

D = -Q+ (%x)(P +2Q) (46)
= %xP +(z—-1)Q (47)

Finalement pour retrouver C' il suffit de multiplier par x

C=zD= (%ﬁ) P+ (2*—2)Q (48)
U' %4
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